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第一章 

向量介绍 

 

线性代数的中心是两个运算都是针对向量。我们把向量相加得到 v + w，我们

用数字 c 与 d 乘向量得到 cv 与 dw，组合这两种运算(cv 加到 dw)得到线性组合 cv 

+ dw。 

 

线性组合        



















dc

dc
 d cdc

3

2

3

2

1

1
wv   

 

范例   















4

3

3

2

1

1
wv ，是 c = d = 1 的组合。 

线性组合是这个主题中最重要的概念！有时候我们需要一个特定的组合，选

择 c = 2 与 d = 1 产生 cv + dw = (4, 5)。其他时候我们想要 v 与 w 所有的组合(来自

所有的 c 与 d)。 

向量 cv 沿着一条直线，当 w 不在这条线上时，组合 cv + dw 会形成整个二维

平面。如果从 4 维空间的 4 个向量 u, v, w, z 开始，他们的组合 cu + dv + ew + fz

好像会形成空间但不是绝对。向量以及他们的组合可以落在一个平面或是一条

直线。 

第一章说明建立所有事物的中心观念，我们从二维与三维向量开始，这些向

量比较容易制图，之后再讨论更高的维度。线性代数最深刻的特征在于如何平顺

的将这些步骤扩展到 n 维空间。纵使不可能画出 10 维的向量，你内心的蓝图依

然完全正确。 

这就是本书的目的(推进到 n 维空间)。第一步是段落 1.1 与 1.2 的运算，段落

1.3 介绍三个基本概念。 

1.1  向量加法 v + w 与线性组合 cv + dw。 

1.2  两个向量的点积(dot product) v  w 与长度 ‖v‖ = √v ∙ v 。 

1.3  矩阵 A，线性方程式 Ax = b，解 x = A
1

b。                   
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1.1  向量与线性组合 

1 3v + 5w 是向量 v 与 w 的线性组合 cv + dw 的一个典型。 

2 当 










3

2

1

1
wv   与 ，上述的组合是 
























18

13

153

103

3

2
5

1

1
3   。 

3 向量 


























3

0

0

2

3

2
在 xy 平面横跨到 x = 2 再往上到 y = 3。 

4 组合 










3

2

1

1
 d c 形成整个 xy 平面，他们产生每个 





y

x
。 

5 组合





























4

3

2

1

1

1

 d c 形成 xyz 空间中的一个平面。




























5

4

3

1

1

1

   ， 形成相同的平面。 

6 但是 

04

03

12





dc

dc

dc

 无解，因为它的右侧














0

0

1

不在那个平面上。 

“你无法把苹果与橙子相加”，以奇怪的方式来说，向量也是一样的理由。

我们有两个个别的数字 v1 与 v2，这项配对产生二维向量 v： 

列向量 v    









2

1

v

v
v    

的第二分量

的第一分量

 v

 v

v

v




2

1  

我们把 v 写成一列(column)，而不是一行(row)，重点在于单一的字母 v(粗斜体字)

代表这项配对数字 v1 与 v2 (浅色斜体字)。 

   我们不是把 v1 与 v2 相加，我们是把向量相加。v 与 w 的第一分量与第二分量

仍然分开： 

向量加法  









2

1

v

v
v   与  










2

1

w

w
w    相加得到 v + w = 











22

11

wv

wv
 

减法追随相同的概念：v  w 的分量是 v1  w1 与 v2  w2。 

另一个基础运算是纯量(scalar)乘法，向量可以用 2 或1 或任意数 c 去乘，要求

出 2v，用 2 乘 v 的每个分量： 

纯量乘法    vvv 









2

1

2

2
2

v

v
， 












2

1

v

v
v 。 

cv 的分量是 cv1 与 cv2，数字 c 称为“纯量”。 

注意v 与 v 的总和(sum)是零向量，以粗体 0 表示，与一般的数字 0 不相同，

向量 0 的分量是 0 与 0。请原谅我一直在反复谈论向量与分量的差别，线性代数

就是建立在 v + w 与 cv 与 dw 的运算向量加法与纯量乘法。           
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线性组合 

我们现在结合加法与纯量乘法产生 v 与 w 的“线性组合”，c 乘 v 以及 d 乘 w，

然后相加得到 cv + dw。 

 

cv 与 dw 的总和是   线性组合 cv + dw。 

 

四种特殊的线性组合是：和，差，零，纯量乘积 cv： 

 1v + 1w =  向量的和，如图 1.1a 

 1v  1w =  向量的差，如图 1.1b 

 0v + 0w =  零向量 

 cv + 0w =  沿着 v 方向的向量 cv 

零向量永远是可能的组合(它的系数为零)，每次我们看到向量的“空间(space)”

都会包含零向量。从大局来看，取得 v 与 w 所有的线性组合就是线性代数的工作。 

图形让你看到向量，对代数来说，我们只需要向量的分量(例如 4 与 2)。向量

v 由箭头表示，箭头往右横跨 v1 = 4 个单位，再往上走 v2 = 2 个单位，终点的 x, y

坐标等于 4, 2。这个点是向量的另外一种表示法我们有三种方式来描述 v： 

 

向量 v 表示法    两个数字   由(0, 0)出发的箭头   平面上的点  

 

我们用数字做加法，我们用箭头视觉化 v + w： 

向量加法(头到尾)，v 的终点就是 w 的起点 

 图 1.1：向量加法 v + w = (3, 4)产生平行四边形的对角线，w 的反向是w，右侧的

线性组合是 v  w = (5, 0)。 

我们先沿着 v 再沿着 w 前进，或者我们沿着 v + w 走对角捷径；我们也可以

先沿着 w 再沿着 v。换言之，w + v 与 v + w 的答案相同。沿着平行四边形(本例题

是矩形)存在不同的前进方向。                               
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三维向量 

具有两个分量的向量对应到 xy 平面上的一个点，v 的分量就是点的坐标: x = v1 与

y = v2。向量从(0, 0)出发，箭头在点(v1，v2)结束。我们现在允许向量有三个分量

(v1, v2, v3)。 

xy 平面换成三维的 xyz 空间，以下是一些典型向量(依然是列向量，只是有 3

个分量)： 
















































3

4

3

4

3

2

1

1

1

wvwv                       与与  

向量 v 对应到三维空间的一个箭头，通常箭头由原点出发，原点是 xyz 轴的交点，

坐标为(0, 0, 0)，箭头终点的坐标是 v1, v2, v3。列向量，原点出发的箭头与箭头的

终点，这三种表示法之间有着完美的适配。 

   平面向量(x, y)与 3 维空间的(x, y, 0)不相同！ 

 

图 1.2：向量 





y

x
与















z

y

x

对应点(x, y)与(x, y, z) 

 从此以后    

















1

1

1

v 也可以写成  v = (1, 1, 1)  

写成行形式(在括号中)的理由是为了节省空间，但是 v = (1, 1, 1)不是行向量！

实际上还是列向量，只是暂时横躺而已。行向量[1  1  1]是绝对不同的，虽然

它有相同的三个分量。13 的行向量是 31 的列向量 v 的“转置”(transpose)。   
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三维空间中，v + w 仍然是每次计算一个分量，向量总和的分量是 v1 + w1 与

v2 + w2 与 v3 + w3，你了解如何在 4 或 5 或 n 维空间中相加向量。当 w 从 v 的终点

出发，第三边是 v + w，平行四边形的另一个环绕方向是 w + v。问题：这四边是

否在同一个平面? 答案：是。向量的和 v + w  v  w 刚好走完一圈得到_____向量。 

三维空间中典型的三个向量的线性组合是 u + 4v  2w： 

分别用 1, 4, 2 乘再相加的线性组合   





























































9

2

1

1

3

2

2

1

2

1

4

3

0

1

   

重要问题 

一个向量 u，唯一的线性组合是倍数 cu。对于两个向量，线性组合是 cu + dv。对

三个向量，线性组合是 cu + dv + ew。你可以由一个组合跨一大步到所有的组合吗？

允许每个 c 与 d 与 e，假设 u, v, w 是三维空间中的向量： 

1. 所有 cu 的组合，图形是什么?  

2. 所有 cu + dv 的组合，图形是什么? 

3.  所有 cu + dv + ew 的组合，图形是什么? 

上述的答案与特定向量 u, v, w 有关，如果他们都是零向量(非常极端案例)，所有

的线性组合都是零。如果他们是典型的非零向量(随机选定分量)，这里有三种答

案。这是我们主题的关键： 

1. 所有 cu 的组合形成一条通过(0, 0, 0)的直线。 

2. 所有 cu + dv 的组合形成一个通过(0, 0, 0)的平面。 

3. 所有 cu + dv + ew 的组合形成三维空间。 

因为 c 可以是 0，零向量(0, 0, 0)会在直线上；当 c 与 d 都是 0，零向量会在平面

上。向量 cu 形成直线是无限长(正向与反向)，我特别要求你去思考全部 cu + dv

形成的平面(三维空间中两个向量的组合)。 

一条直线上的所有 cu 加到另一条直线上的所有 dv 会形成图 1.3 的平面。 

当我们引入第三向量 w 时，ew 的倍数得到第三条直线。假设第三条直线不在

u 与 v 形成的平面上，则 ew 与 cu + dv 的组合可以形成整个三维空间。 

这是典型的状况！线，平面，然后空间，但是还有其他可能性存在。当 w 恰

好等于 cu + dv，第三向量 w 落在前两个向量形成的平面上，u, v, w 的组合无法离

开 uv 平面，我们没有得到整个三维空间。请思考问题 1 的特殊例子。      
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图 1.3：(a) 穿过 u 的直线。(b) 包含穿过 u 与 v 直线的平面 

 

主要观念的复习 

1. 二维空间的向量 v 具有两个分量 v1 与 v2。  

2.  v + w = (v1 + w1, v2 + w2)与 cv = (cv1, cv2)，每次求取一个分量。 

3. 三个向量 u, v, w 的线性组合是 cu + dv + ew。 

4.  选取所有 u 或是 u，v 或是 u，v，w 的线性组合，在三维空间中，这些组 

合典型的形成一条直线或是一个平面或是整个空间 R
3。 

 

已解范例 

1.1A  v = (1, 1, 0)与 w = (0, 1, 1)的线性组合会形成 R
3 的一个平面，请描述这个平

面，并且找出一个不是 v 与 w 的线性组合的向量不在该平面上。 

解  v 与 w 形成的平面包含所有组合 cv + dw，平面上的向量允许任意的 c 与 d。

图 1.3 的平面形成两条线之间的区域。 

组合 cv + dw =












































d

dc

c

 d c

1

1

0

0

0

1

 形成一个平面。 

这个平面的四个向量是(0, 0, 0), (2, 3, 1), (5, 7, 2)以及(, 2, )。第二分量 c + d 永

远是第一与第三分量的总和。大部分的向量，例如(1, 2, 3)就不在这个平面上，因

为 2  1 + 3。 

通过(0, 0, 0)平面的另一种描述方法是知道 n = (1, 1, 1)与平面垂直，段落 1.2

测试点积来确认 90角：v  n = 0 与 w  n = 0。垂直向量的点积为零。    

平面来自 

所有 cu+dv 
直线包含 

所有的 cu 
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1.1B  v = (1, 0)与 w = (0, 1)，描述所有 cv 的点，当(1) 所有的数值 c。(2) 非负数

值 c  0。将 cv 加上所有 dw，描述所有的 cv + dw。 

解 

(1)  当 c 是任意数时，向量 cv = (c, 0)是沿着 x 轴(v 的方向)的等距离点，他们包

含(2, 0), (1, 0), (0, 0), (1, 0), (2, 0)。 

(2)  当 c  0，向量 cv 形成一条半线，就是正 x 轴。这条半线从(0, 0)开始，此时 c 

= 0。它包含了点(100, 0)与(, 0)，但不包含(100, 0)。 

(1’) 加上所有的向量 dw = (0, d)，会在这些等距离点 cv 上放置一条垂直线，我们

得到无限多来自全部的数值 c 与任意数值 d 的平行线。 

(2’) 加上所有的向量 dw = (0, d)，会在半线上的每一个 cv 放置一条垂直线，现在

我们有一个半平面，xy 平面的右半部分有任意的 x  0 与任意的 y。 

1.1C  求出 c 与 d 的两个方程式，使得线性组合 cv + dw 等于 b： 




















0

1

2

1

1

2
bwv       ,,  

解  在应用数学中，很多问题都有两个部分： 

1.  建模(modeling)部分：利用一些方程式来表示问题。 

2.  计算部分：利用快速又正确的演绎法求解方程式。 

在此我们只讨论第一部分(方程式)，第二章会介绍第二部分(求解)。我们的范例适

配一个线性代数的基础模型： 

求 n 个数值 c1, ..., cn 使得 c1v1 + ... + cnv n = b 

当 n = 2 我们可以找到关于 c’s 的公式，第二章介绍的“消元法”适用于远超过 n = 

1000 的系统。当 n 大于 10 亿时，参考第 11 章。此处 n = 2： 

向量方程式 cv + dw = b   















 0

1

2

1

1

2
 d c  

c 与 d 所需要的方程式来自个别的两个分量： 

两个一般方程式             
02

12




dc

d  c
 

每个方程式产生一条直线，两条直线相交于解 c = 2/3, d = 1/3。也可以把这个问题

视为矩阵方程式，这就是我们想要往下介绍的： 

22 矩阵  



















0

1

21

12

d

c
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问题集 1.1 

问题 1-9 有关向量加法以及线性组合。 

1 描述下列所有的线性组合的几何意义(线，面，或是整个 3R )： 

















































































































3

2

2

2

2

0

0

0

2

)(     

3

2

0

0

0

1

)(    

9

6

3

3

2

1

)( 与与与与 cba  

2 在单一 xy 平面上画出 










2

2

1

4

   
wv 与 以及 v + w 与 v  w。 

3 若 v + w = 










5

1

1

5
wv  与 ，计算并画出向量 v 与 w。  

4   从 










2

1

1

2
wv   与 ，计算 3v + w 与 cv + dw 的分量。 

5 计算 u + v + w 以及 2u + 2v + w。你如何知道 u，v，w 在同一个平面上?  




















































1

3

2

2

1

3

3

2

1

与求

同一平面这

因为

wvu

vuw

              

d  c 

d + c =  

，，些直线在  

6 v = (1, 2, 1)与 w = (0, 1, 1)的每个组合的分量总和是 _____。求 c 与 d 使得

cu + dw = (3, 3, 6)。为什么不可能是(3, 3, 6)?  

7 在 xy 平面上标示出九个线性组合的点： 












1

0

1

2
 d c ，其中 c = 0, 1, 2 与 d = 0, 1, 2 

8 图 1.1 的平行四边形的对角线是 v + w，另一个对角线为何? 这两个对角线向

量的总和是多少? 画出向量的总和。 

9 如果平行四边形的三个角点是(1, 1), (4, 2)与(1, 3)，则三个可能的第四点为何? 

画出其中两个点。 

问题 10-14 有关图 1.4 的立方体与时钟的特殊向量。 

10 立方体上的哪个点是 i + j？哪个点是向量 i = (1, 0, 0)与 j = (0, 1, 0)与 k = (0, 0, 

1)的总和? 描述立方体上所有的点(x, y, z)。 

11 单位立方体的四个角点是(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)，其他四个角点为

何? 求出立方体的中心点坐标。六个面的中心点坐标是_______。立方体有几

个边? 

12 复习问题。在 xyz 空间中，i = (1, 0, 0)与 i + j = (1, 1, 0)的所有线性组合形成的

平面为何?                                                 



9 

请尊重版权与译者的劳动成果，侵权必究！ 
 

 

 

图 1.4：i, j, k 构成的单位立方体与 12 个时钟向量 

13  (a) 考虑 12 个由中心点指向时钟 1:00，2:00, ..., 12:00 的向量，其总和 V 为何？ 

(b) 如果把 2:00 的向量移走，为什么其余 11 个时钟向量的总和指向 8:00? 

(c) 在 2:00 的向量 v = (cos , sin )，求出 x 与 y 的分量。 

14 假设 12 个向量是由底部的 6:00 出发而不是由中心的(0, 0)出发，指向 12:00

的向量变成两倍的(0, 2), 则全部 12 个新的时钟向量总和为何? 

问题 15-19 深入讨论 v 与 w 的线性组合(图 1.5a)。 

15 图 1.5a 显示 v/2 + w/2，请标示点 3v/4 + w/4 与 v/4 + w/4 与 v + w。 

16 标示点v + 2w 以及当 c + d = 1 时所有可能的 cv + dw。当 c + d = 1 时，画出

所有组合的直线。 

17 标示点 v/3 + w/3 与 2v/3 + 2w/3。cv + cw 会形成哪条直线?  

18 限制 0  c  1 且 0  d  1, 画出 cv + dw 所有的组合形成的区域。 

19 只限制 c  0 且 d  0，画出 cv + dw 所有的组合形成的“锥形(cone)”。 

  

  

图 1.5：问题 15-19 的平面           问题 20-25 的三维空间       
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问题 20-25 处理三维空间向量 u, v, w。(见图 1.5b)。 

20 标示图上 u/3 + v/3 + w/3 以及 u/2 + w/2 的位置。挑战问题：c, d, e 在什么限制

条件下，cu + dv + ew 会形成图上的虚线三角形? 要想留在三角形内，一个要

求是 c  0, d  0, e  0。 

21 虚线三角形的三个边是 v  u, w  v, u  w, 他们的总和是_____。画出环绕平

面三角形的“头至尾”的加法：(3, 1) + (1, 1) + (2, 2)。 

22 当 c  0, d  0, e  0 且 c + d + e  1，画出 cu + dv + ew 覆盖的金字塔(pyramid)

区域。确认(u + v + w)/2 是否在金字塔之内？ 

23 如果考虑 u, v, w 所有的线性组合，有没有向量无法由 cu + dv + ew 得到? 如

果 u, v, w 全部位于_________，会有不同的答案。 

24 哪些向量是 u 与 v 的线性组合，同时也是 v 与 w 的线性组合? 

25 画出向量 u, v, w，使得他们的组合 cu + dv + ew 只形成一条直线。求出向量

u, v, w 使得组合 cu + dv + ew 只形成一个平面。 

26 什么样的组合 
















8

14

1

3

2

1
     d c 到得 ？将方程式表示成线性组合的系数 c与 d

的两个方程式。 

挑战问题 

27 在 4 维空间的立方体会有几个角点? 有几个 3 维的面? 有几个边? 一个典型

的角点在(0, 0, 1, 0)，一个典型的边会走到(0, 1, 0, 0)。 

28 求出向量 v 与 w，使得 v + w = (4, 5, 6)且 v  w = (2, 5, 8)。这是一个有____个

未知数的方程式? 要有相同数量的方程式才能求出这些数值。 

29 三个向量 u = (1, 3), v = (2, 7), w = (1, 5)，找出两种不同的线性组合得到 b = (0, 

1)。稍微变动一下题目：如果我随意选出三个平面上的向量 u, v, w，是不是

永远存在两种不同的线性组合可以得到 b = (0, 1)? 

30 v = (a, b)与 w = (c, d)的线性组合可以得到一个平面，除非_________。找出四

个 4 维空间的向量 u, v, w, z 使得他们的线性组合 cu + dv + ew + fz 产生 4 维空

间的所有向量(b1, b2, b3, b4)。  

31 写下 c, d, e 的方程式，使得 cu + dv + ew = b。你可以找出满足 b 的 c, d, e 吗?  

































































0

0

1

2

1

0

1

2

1

0

1

2

                               bwvu                
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1.2  长度与点积   

1. 










5

4

2

1
wv   与 的“点积”是 v  w = (1)(4) + (2)(5) = 4 +10 = 14。

 

2. 






























4
4
4

2
3
1

wv     与 垂直，这是因为 v  w 是零。(1)(4) + (3)(4) + (2)(4) = 0。 

3. 















2

3

1

v 的长度平方是 v  v = 1 + 9 + 4 = 14，长度是 14  v 。 

4. 















2
3
1

14

1

14
 

  

v

v

v
u 有长度|| u || = 1，检验 1

14

4

14

9

14

1
 。 

5. v 与 w 之间的角度 有 。
wv

wv

 


cos  

6. 











1

1

0

1
  与 之间的角度有 cos =

))(( 21

1
，则角度 = 45。 

7. 所有的角都有|cos  |  1，所以所有的向量都有 | v  w |  || v || || w || 。 

第一个段落回避了向量乘法的问题，我们现在来定义 v 与 w 的点积 (dot 

product)，这种乘法包含了个别的乘积 v1w1 与 v2w2，但是没有停在这里，这两个

数字相加得到一个数字 v  w。 

  这是几何的段落(向量的长度与两向量之间夹角的余弦)。 

 

两个向量 v = (v1, v2)与 w = (w1, w2)的点积或内积是数字 v  w： 

                          v  w = v1w1 + v2w2   (1) 

 

范例 1  向量 v = (4, 2)与 w = (1, 2)有零点积： 

点积为零，垂直向量        









2
1

2
4

= 4 + 4 = 0 

数学里面的 0 一直是特殊的数字。对于点积，它表示这两个向量垂直，夹角

90。当我们在图 1.1 中作图，我们看到了矩形(不只是任意平行四边形)。垂直向

量最明显的例子是沿着 x 轴的 i = (1, 0)与沿着 y 轴的 j = (0, 1)，再一次点积是 i  j 

= 0 + 0 = 0，这些向量 i 与 j 形成直角。          
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向量 v = (1, 2)与 w = (3, 1)的点积是 5，很快的 v  w 就会显示 v 与 w 之间的夹

角(不是 90)。请验证 w  v 也是 5。 

v  w 与 w  v 的点积相等，无关 v 与 w 的顺序。 

范例 2  放一个重量 4 的东西在点 x = 1(零的左边)，放一个重量 2 的东西在点 x 

= 2(零的右边)，x 轴会在中心点取得平衡(好像跷跷板)，重量取得平衡是因为点积

(4)(1) + (2)(2) = 0。 

   这个例子是典型的科学工程，重量的向量是(w1, w2) = (4, 2)，距离中心点的距

离向量是(v1, v2) = (1, 2)。重量乘距离 v1w1 与 v2w2 得到“矩(moments)”，跷跷板

的平衡方程式是 v1w1 + v2w2 = 0。 

范例 3  点积在经济与商业都会用到，比如我们要买卖 3 个商品，他们的单价分

别是(p1, p2, p3)这是“价格向量”；我们买或卖的数量为(q1, q2, q3)，卖的时候取

正号，买的时候取负号。单价 p1 的商品卖出 q1 个得到 p1q1, 全部收入(数量 q 乘

价格 p)就是在三维空间的点积 q  p： 

收入 = (q1, q2, q3)  (p1, p2, p3) = q1p1 + q2p2 + q3p3 = 点积 

零点积表示账目平衡。如果 q  p = 0，全部销售额等于全部买进额，p 垂直 q(在

三维空间)。一家超市有几千种货品，货物的维度会非常高。 

   小注释：电子表格在管理中非常重要，可以计算线性组合与点积，在屏幕上

看到的是个矩阵。 

重点   对于 v 与 w，每个 vi 乘 wi，则 v  w = v1w1 + ... + vnwn。 

长度与单位向量 

有个重要的案例就是向量自己与自己的点积，此时 v = w。当向量 v = (1, 2, 3)，自

己与自己的点积为 v  v = ||v||
2
 = 14： 

点积 v  v 是长度的平方  






























3

2

1

3

2

1
2

      v = 1 + 4 + 9 = 14。 

现在向量之间的角度不是 90而是 0，v 与自己不垂直所以点积不是 0。点积 v  v

给出 v 的长度平方。 

 

定义   向量 v 的长度 || v || 等于 v  v 的平方根： 

             长度= 2122

2

2

1
/)...( nvvv   vvv              
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在二维的长度是
2

2
2

1 vv  ，在三维的长度是 2
3

2
2

2
1 vvv  ，这样的计算得到 v = 

(1, 2, 3)的长度是||v|| = 14 。 

此处|| v || = vv  是代表向量的箭头的一般长度。如果分量是 1 与 2，箭头就

是图 1.6 所示直角三角形的第三边，毕氏定理 a
2
 + b

2 
= c

2 得到三边的关系是 1
2
 + 2

2
 

= || v ||
 2。 

对于 v = (1, 2, 3)的长度来说，我们使用直角三角形的公式两次。位于基底的

向量(1, 2, 0)的长度是 5 ，基底向量与直線向上的向量(0, 0, 3)垂直，所以盒子的

对角线长度|| v || 1495  。 

四维向量的长度等于 2
4

2
3

2
2

2
1 v+ v+ v+ v ，于是向量 (1, 1, 1, 1)的长度是

2222 1111 + + + = 2，这是一个四维空间的单位立方体的对角线长度。n 维空间立

方体的对角长度是√n 

 

图 1.6：二维与三维向量的长度 vv   

单位这个词通常用来表示某种测量值等于 1，单位价格是指一个物品的价格，

单位立方体的边长为 1，单位圆的半径为 1。现在讨论“单位向量”的意义。 

 

定义         单位向量 u 是长度为 1 的向量，u  u = 1。 

 

举例来说四维的单位向量是 u = (1/2, 1/2, 1/2, 1/2)，则 u  u = 1/4 + 1/4 + 1/4 + 

1/4 = 1。向量 v = (1, 1, 1, 1)，除以本身的长度|| v || = 2 得到单位向量。 

范例 4  沿着 x 轴与 y 轴的标准单位向量写成 i 与 j，在 xy 平面中，单位向量与 x

轴形成夹角 ，这个单位向量就是(cos, sin)。 

单位向量    

















 

 
      

sin

cos

1

0

0

1
uji ，，  

当  = 0，水平向量 u 就是 i，当  = 90(或 /2 径度)，垂直向量就是 j。任何角度

下，分量 cos 与 sin 会得到 u  u = 1，这是因为 cos
2 + sin

2 = 1。         
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这些向量往外伸展得到图 1.7的单位圆，单位圆上角度为 的点坐标是 cos与 sin。               

由于(2, 2, 1)的长度是 3，向量(2/3, 2/3, 1/3)长度是 1，检验得到 u  u = 4/9 + 4/9 

+ 1/9 = 1。任何非零向量 v 除以本身的长度|| v ||就是单位向量。  

 

单位向量     u = v / || v ||  是在 v 方向的单位向量。 

 

 

图 1.7：坐标向量 i 与 j。位于 45(左图)的单位向量 u 是 v = (1, 1)除以本身长度 ||v|| 

= √2。单位向量 u = (cos, sin)的角度是 。 

两个向量之间的夹角 

我们说垂直向量有 v  w = 0，当角度是 90时点积为 0。为了说明，我们将角度与

点积进行关联，展示如何利用 v  w 求出两个非零向量 v 与 w 的夹角。 

 

直角      当 v 与 w 垂直，点积 v  w = 0。 

 

证明  当 v 与 w 垂直，他们形成直角的两个边，第三边为 v  w (斜边如图 1.8)。

毕氏定理说明直角三角形的边有 a
2
 + b

2
 = c

2： 

垂直向量     || v ||
2 

+ || w ||
2 

= || v  w ||
2                          (2) 

以二维的方式写出上述长度的公式，方程式是： 

毕氏定理   (v1
2
 + v2

2
) + (w1

2
 + w2

2
)
 
= (v1  w1)

2
 + (v2  w2)

2    
  (3) 

右侧从 v1
2
  2v1w1 + w1

2 开始，两侧都有 v1
2 与 w1

2 可以对消，剩下 2v1w1。同理

v2
2 与 w2

2 可以对消，剩下 2v2w2。(如果是三维向量，还会有 2v3w3)。现在两边

同除2 得到 v  w = 0。 【原文写成 v  w = 0 是错误】 

            0 =  2v1w1  2v2w2 得到 v1w1 + v2w2 = 0 (4) 

结论  直角產生 v  w = 0。当角度  = 90，点积为 0，此时 cos  = 0。因为 0  w

永远为 0，所以零向量 0 与所有向量 w 垂直。   
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现在假设 v  w 不是零，可以为正也可以为负，v  w 的正负号可以立即知道是

小于还是大于直角。当 v  w 为正，角度小于 90；当 v  w 为负，角度大于 90。

图 1.8 的右侧展示典型向量 v = (3, 1)，它与 w = (1, 3)的夹角小于 90，这是因为 v 

 w = 6 正数。 

 

图 1.8：垂直向量有 v  w = 0，则 || v ||
2 

+ || w ||
2 

= || v  w||
2
 

边界线是向量与 v 垂直的位置，(1, 3)位于正负之间的分界线，所以(1, 3)与

(3, 1)垂直，点积为零。 

点积可以算出真正的角度 。对于两个单位向量 u 与 U 来说，u  U 的符号可

以决定  < 90或是  > 90。除此之外，点积 u  U 的值就是 cos 。对于 n 维空间

而言，前面的观念也是正确的。 

   

两个单位向量 u 与 U 的夹角为 ，则  u  U = cos  ，当然 |u  U|  1。 

 

记得 cos 不会大于 1，也不会小于1，单位向量之间的点积会落在1 与 1 之间，

u  U 的值就是 cos 。 

    图 1.9 清楚显示 u = (cos , sin)与 i = (1, 0)，点积 u  i = cos，这是两个向量

夹角的余弦。 

旋转任何角度  之后，他们仍然是单位向量。向量 i = (1, 0)旋转至(cos, sin)，

向量 u 旋转至(cos , sin)，其中  =  + 。他们的点积是 cos cos + sin sin，

由三角定理得到 cos(  ) = cos。 

 

           图 1.19：单位向量：u  U 等于  (夹角)的余弦            
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如果 v与w不是单位向量会怎么样? 除以个别的长度得到 u = v/||v||，U = w/||w||，

则单位向量的点积得到 cos。         

 

余弦公式   若 v 与 w 是非零向量，则  cos


  wv

wv
            (5) 

 

无论什么角度，u = v/||v||与 U = w/||w|| 的点积不会超过 1，这就是“苏瓦兹不

等式”：|v  w|  ||v|| ||w||更准确的说法是柯西-苏瓦兹-布尼亚克斯基不等式，分

别在法国、德国、俄罗斯发表(也许有其他地方，这是数学上最重要的不等式)。 

由于|cos |不会超过 1，余弦公式得到两个伟大的不等式： 

 

三角不等式

苏瓦兹不等式
           

        

      
 

wvwv

wvwv




  

 

范例 5  对于 v = 




1

2
与 w = 




2

1
求 cos，并且验证两个不等式。 

解  点积 v  w = 4, 两者的长度都是 5 ,余弦是 4/5。 

5

4

55

4
cos 




   wv

wv
  

苏瓦兹不等式得到 v  w = 4 小于||v|| ||w|| = 5。使用三角不等式，第三边长是||v + w|| 

会小于第一边长加第二边长。针对 v + w = (3, 3)，三个边长是√18 < √5 + √5，两

边平方得到 18 < 20。 

范例 6  v = (a, b)与 w = (b, a)的点积是 2ab，两者的长度都是 22 ba  ，苏瓦兹不

等式 v  w  ||v|| ||w||得到 2ab  a
2 

+ b
2。 

如果写成 x = a
2 与 y = b

2
, 会得到更著名的结果。“几何平均值”�xy 不大于

“算术(arithmetic)平均值”= (x + y)/2。 

几何平均值  算术平均值    
22

22 yx
xy    

ba
ab





 变成  

范例 5 的 a = 2 与 b = 1, 所以 x = 4 与 y = 1, 几何平均值�xy = 2 小于算术平均

值(1 + 4)/2 = 2.5。 

计算上的注解 

MATLAB, Python, Julia 可以直接进行整个向量的计算，不用透过向量的分量。当

v, w 定义完成后就可以直接得到 v + w。以行的方式输入 v, w，利用符号 prime  可

以转置成列向量。2v + 3w 写成 2*v + 3*w。除非结尾输入半分号符号“;”，否则

结果会马上显示出来。                                          
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MATLAB  v = [2  3  4]’ ;  w = [1 1 1]’ ;  u = 2*v + 3*w 

点积 v  w 是行向量乘列向量(使用*而不是  )。 

 

点积通常写成   





4

3
21    或 wv'*   而不是 










4

3
 

2

1
。 

 

在 MATLAB 中，v 的长度写成 norm(v)，也就是 sqrt(v’ * v)，然后利用点积 v’ * w

求出余弦，再求出对应此余弦的角(单位是径度 radian)。 

  

 余弦公式       cosine = v’ * w / (norm(v) * norm(w))  

 反余弦         angle = acos(cosine)  

 

M-档案可以建立新的函数 cosine(v, w)。Python 与 Julia 都是开放源(open source)。 

主要观念的复习 

1.  点积 v  w 的计算：所有的 vi wi 先乘好再全部相加。 

2.  长度||v||是 v  v 的平方根，u = v / || v ||是单位向量，长度等于 1。 

3.  当 v 与 w 垂直，点积 v  w = 0。 

4.   (任意两个非零向量 v 与 w 的夹角)的余弦不超过 1： 

  余弦 cos = wvwv
wv

wv
                 

 



苏瓦兹不等式，  

已解范例 

1.2A  向量 v = (3, 4)与 w = (4, 3), 针对 v  w 验证苏瓦兹不等式，以及针对||v + w|| 

验证三角不等式。求出 v 与 w 之间角度的 cos。什么样的 v 与 w 得到等式 |v  w| 

= ||v|| ||w|| 与 ||v + w|| = ||v|| + ||w|| ? 

解  点积是 v  w = (3)(4) + (4)(3) = 24，v 的长度||v|| =√9 + 16 = 5，||w||也是 5。总

和 v + w = (7, 7)的长度是 7√2 < 10。 

苏瓦兹不等式       |v  w|  ||v|| ||w|| 得到 24 < 25 

三角不等式         ||v + w||  ||v|| + ||w|| 得到 7√2 < 5 + 5 

角度的余弦    cos  = 24/25, 这是 v = (3, 4)到 w = (4, 3)的夹角 

等式：一个向量是另一个向量的倍数，如同 w = cv，角度是 0或是 180。在此情

形下，|cos  | = 1 且 |v  w| = ||v|| ||w||。如果角度是 0，比如说 w = 2v，则||v + w|| = 

||v|| + ||w|| (两侧都是 3||v||)，三边是 v, 2v, 3v 的三角形是扁平的。        
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1.2B  求出在 v = (3, 4)方向的单位向量 u。求出垂直于 u 的单位向量 U，U 有多

少种可能性?  

解   将 v 除以本身的长度||v|| = 5 得到单位向量 u，选择垂直向量 V = (4, 3)，这

是因为(3)(4) + (4)(3) = 0。将 V 除以长度|| V ||得到与 u 垂直的单位向量： 

    0
5

3

5

4

5

4

5

3








 









 Uu

V

V
U

v

v
u              

  
           ,,  

另外还有一个垂直单位向量是 U = (4/5, 3/5)。 

1.2C  给定两个向量 r = (2, 1)与 s = (1, 2)，求出向量 x = (c, d)使得内积 x  r = 1

以及 x  s = 0，  

解  两个点积得到 c 与 d 的线性方程式，现在 x = (c, d) 

x  r = 1  则   2c  d = 1  已解范例 1.1C  

x  s = 0  则 c + 2d = 0     的相同方程式 

关于 n 维空间的 x = (x1, x2, ..., xn)的 n 个方程式的注解 

段落 1.1 从列 vj 开始，目标是建立 x1v1 + x2v2 + ... + xnvn = b。本段落从行 ri开始，

现在的目标是找到 x 使得 x  ri = bi。 

很快的 v’s 就是矩阵 A 的列，r’s 就是 A 的行，(唯一的)问题就是求解 Ax = b。 

 

问题集 1.2 

1 计算点积 u  v，u  w，u  (v + w)以及 w  v：  

















2

1

3

4

8

6
wvu           

.

.
 

2 计算问题 1 的向量长度||u||与||v||与||w||，验证苏瓦兹不等式 |u  v|  ||u|| ||v||以及

|v  w|  ||v|| ||w||。 

3 求出问题 1 在 v 与 w 方向的单位向量，求出夹角的余弦。选择向量 a, b, c 使

得这些向量与 w 的夹角分别是 0°，90°，180°。 

4 对于任意单位向量 v 与 w，求出点积 (实际数字) 

  (a)  v 与v      (b)  v + w 与 v  w     (c)  v  2w 与 v + 2w 

5 分别求出在向量 v = (1, 3)与 w = (2, 1, 2)方向的单位向量 u1 与 u2。再分别求出

垂直 u1 与 u2 的单位向量 U1 与 U2。                            
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6 (a) 描述与向量 v = (2, 1)垂直的每个向量 w = (w1, w2)。 

(b) 所有与向量 V = (1, 1, 1)垂直的向量落在三维空间的一个_______。 

(c) 同时与向量(1, 1, 1)与(1, 2, 3)垂直的向量落在一个__________。 

7 求出两个向量之间夹角 (来自它的余弦)  

  (a) 














0

1

3

1
wv          (b) 

































2

1

2

1

2

2

wv       

  (c) 






 











3

1

3

1
wv         (d) 














2

1

1

3
wv       

8 是非题(如果正确，举出理由；如果错误，举出反例)： 

 (a) 如果 u = (1, 1, 1)垂直 v 也垂直 w，则 v 平行 w。 

(b) 如果 u 垂直 v 也垂直 w，则 u 垂直 v + 2w。 

(c) 如果 u 与 v 是互相垂直的单位向量，则||u  v|| = √2 ? Yes! 

9 从(0, 0)出发到(v1, v2)与(w1, w2)的斜率分别是 v2/v1 与 w2/w1，假设斜率的乘积

v2w2/v1w1 是1，证明 v  w = 0 且两个向量垂直。(直线 y = 4x 与直线 y = x/4

垂直。) 

10 分别画出从(0, 0)出发到点 v = (1, 2)与点 w = (2, 1)的箭头，求出两个斜率的

乘积。答案会是 v  w = 0 的信号，而且两个箭头__________。 

11 若 v  w 为负数，两者的夹角可以得到什么结论? 画出一个三维向量 v(箭头)，

然后说明如何找到所有的 w’s 使得 v  w < 0。 

12 若 v = (1, 1)与 w = (1, 5)，求出 c 使得 w  cv 垂直于 v。若 v 与 w 是任意的非

零向量，找出 c 的公式。 

13 互相垂直的非零向量 v 与 w 都与(1, 0, 1)垂直，求出 v 与 w。 

14 彼此垂直的非零向量 u, v 与 w，他们都与(1, 1, 1, 1)垂直，求出 u, v 与 w。 

15 x = 2 与 y = 8 的几何平均值是�xy = 4，算术平均值会稍大：(x + y)/2 = _____。 

这是来自范例 6 中有关 v = (√2, √8)与 w = (√8, √2)的苏瓦兹不等式，求 v 与

w 的 cos 。 

16 9 维空间中的向量 v = (1, 1, ..., 1)的长度为何？求 v 方向的单位向量 u，再求

一个单位向量 w 垂直 v。 

17 向量(1, 0, 1)与坐标轴单位向量 i, j, k 的夹角分别是, , ，求出三个角的余

弦值。验证公式 cos
2  + cos

2
  + cos

2
  

 = 1。                     
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问题 18-28 有关长度以及三角形的角的重要事实。 

18 v = (4, 2)与 w = (1, 2)组成的平行四边形是个矩形，验证毕氏定理 a
2
 + b

2
 = c

2

只有在直角三角形成立： (v 的长度)
2 

+ (w 的长度)
2  

= (v + w 的长度)
2  

19 (点积的规则) 下列方程式简单又好用： 

(1) v  w = w  v  (2) u  (v + w) = u  v + u  w  (3) (cv)  w = c(v  w) 

利用(2)，当 u = v + w, 证明 ||v + w||
2
 = v  v + 2v  w + w  w 

20 余弦法则来自：(v  w)  (v  w) = v  v  2v  w + w  w : 

  余弦法则   ||v  w||
2
 = ||v||

2
  2||v|| ||w|| cos + ||w ||

2
 

画出三边为 v, w, v  w 的三角形，哪一个角是 ?  

21 三角不等式说明：(v + w 的长度)  (v 的长度)
 
+ (w 的长度)， 

问题 19 指出 
||v + w||

2
 = ||v||

2
 + 2v  w + ||w||

2，将 v  w 变大成为||v|| ||w ||，证明 

||边 3|| 不能超过 ||边 1|| + ||边 2||。 

三角不等式   ||v + w||
2
  (||v|| + ||w||)

2
  或者  ||v + w||  ||v|| + ||w||  

 

 

22 苏瓦兹不等式 |v  w|  ||v|| ||w||，从代数的角度(不从三角学)来看： 

(a) 两侧同乘本身得到 (v1w1 + v2w2)
2
  (v1

2 
+ v2

2
) (w1

2 
+ w2

2
)。 

(b) 证明上式左右两侧的差(difference)为(v1w2  v2w1)
2。 

    因为平方不能为负所以不等式成立。 

23 图形显示 cos  = v1/||v||，sin = v2/||v||，同理 cos  = ______，sin  = ______。

角度 =   ，代入三角公式 cos  cos  + sin  sin  = cos(  )，可以得到 

cos  = v  w / ||v|| ||w||。      
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24 对于单位向量(u1, u2)与(U1, U2)，利用一个式子证明|u  U|  1： 

1
22

2

2

2

2

2

1

2

1
2211 







U uU u
U uU uvu  

将(u1, u2) = (0.6, 0.8)，(U1, U2) = (0.8, 0.6)放在整条直线上，求 cos。 

25 为什么一开始就说|cos |不会大于 1? 

26 (推荐) 画出一个平行四边形。 

27 平行四边形的两个边是 v 与 w，证明两条对角线的平方和会等于四个边的平

方和：||v+ w||
2
 + ||v  w||

2
 = 2||v||

2 
+ 2||w||

2。 

28  若 v = (1, 2)，在 xy 平面画出使得 v  w = x + 2y = 5 的所有向量 w = (x, y)，为

什么答案会是一条直线？最短的 w 为何？ 

29 (推荐) 若||v|| = 5, ||w|| = 3，则||v  w||的最小值与最大值为何？v  w 的最小值与

最大值为何？ 

挑战问题 

30  在 xy 平面会不会存在三个向量，使得 u v < 0, v  w < 0, u  w < 0 ? 我不知道

在 xyz 平面有多少这样的向量，使得所有的点积是负数。(在平面绝对不存在

4 个向量有这样的性质。) 

31 任意选取数值使得 x + y + z = 0，求出向量 v = (x, y, z)与 w = (z, x, y)的夹角。

挑战问题：说明为什么 v  w / ||v|| ||w|| 永远是1/2。 

32 你如何证明 
3

3 zyx
xyz


  (几何平均值  算术平均值)？ 

33 从向量 






 
2

1

2

1

2

1

2

1
，，， 中，利用正负号选取 4 个互相垂直的单位向量。 

34 利用 MATLAB 的 v = randn(3, 1)指令，制造一个随机的单位向量 u = v/||v||；

利用 V = randn(3, 30)指令，制造 30 个以上的单位向量 Uj。点积 |u  Uj| 的平

均大小是多少? 在微积分中，平均值是



 2

cos
0

 /d |  | 。        
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1.3  矩阵 

1 















65

43

21

A 是 3  2 矩阵：m = 3 行与 n = 2 列。 

2 




















2

1

65

43

21

x

x
  Ax  是列的组合，































6

4

2

5

3

1

21  x xAx 。 

3 Ax 的 3 个分量是 A 的 3 个行与向量 x 的点积： 

   每次处理一行  





















































83

53

23

8675

8473

8271

8

7
 

65

43

21

 

4 矩阵形式的方程式 Ax = b：使用 


















2

1

2

1

73

52

b

b

x

x
  取代 

221

121

73

52

bxx

bxx




。 

5 Ax = b 的解可以写成 x = A
1

b，但是有些矩阵不允许 A
1。 

   本段落从三个向量 u, v, w 开始，我会使用矩阵来结合他们。 

 三个向量     















































1

0

0

1

1

0

0

1

1

wvu            

在三维空间他们的线性组合是 x1u + x2v + x3w : 

向量的组合           
































































23

12

1

321

1

0

0

1

1

0

0

1

1

xx

xx

x

 x x x   (1) 

重要事项：利用矩阵改写组合，u, v, w 变成矩阵 A 的列，矩阵乘向量(x1, x2, x3) : 

 

矩阵乘向量，列的组合     
















































23

12

1

3

2

1

110

011

001

xx

xx

x

x

x

x

  Ax             (2) 

 

数值 x1, x2, x3 是向量 x 的分量，矩阵 A 乘向量 x 等同于方程式(1)的三个列的组合

x1u + x2v + x3w。 

   这不只是 Ax 的定义，因为改写带来了重要的不同观点，刚开始是三个数字 x1, 

x2, x3 是乘向量，现在是矩阵乘这些数字。                    
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矩阵 A 作用在向量 x，输出 Ax 是 A 的列的组合 b。                                         

为了观察作用，我把 b1, b2, b3 写成 Ax 的分量： 

bx 































































3

2

1

23

12

1

3

2

1

110
011
001

b

b

b

xx

xx

x

x

x

x

 A  (3) 

输入是 x，输出是 b = Ax。这个 A 是一个差分矩阵(difference matrix)，因为 b 包含

输入 x 的差，最上方的差是 x1  x0 = x1  0。 

这里是一个展示 x = (1, 4, 9)的差的范例：平方数在 x 中，奇数在 b 中。 
















9
4
1

x = 平方数    bx 


































5

3

1

49

14

01

A    (4) 

这个模式可以延伸到 44 矩阵，下一个平方数是 16，下一个差是 x4  x3 = 16  9 = 

7(下个奇数)。这个矩阵同时将所有的差 1, 3, 5, 7 全部计算出来。 

重要注解： 每次乘一个行。你已经研读矩阵与向量的乘法 Ax，也许可以换一种

方式来解释，我们使用行而不使用列。一般情形是计算每一行与 x 的点积： 

   
   
   


















































321

321

321

3

2

1

,,1,1,0

,,0,1,1

,,0,0,1

110

011

001

x  x  x      

x  x  x      

x  x  x      

x

x

x

 A     
 A

x
x

行的点积

同样也是
 (5) 

这些点积与方程式(3)的结果 x1, x2  x1, x3  x2 完全相同。新的方法是每次处理 Ax

的一个列，线性组合是线性代数的关键，输出 Ax 是 A 的列的线性组合。 

如果是数字，你可以用行来乘 Ax；如果是文字，用列处理比较好。第二章会

再重复这些矩阵乘法的规则，并且解释这些概念。 

线性方程式 

观念的改变至关重要。目前为止数字 x1, x2, x3 是已知，右侧的 b 未知，我们利用

A 乘 x 得到差的向量。现在我们考虑 b 已知，要求解 x。 

 老问题：计算线性组合 x1u + x2v + x3w 求出 b。 

 新问题：什么样的 u, v, w 的线性组合产生特定的 b? 

这是一个逆反问题找出输入 x 得到想要的输出 b = Ax。你已经见过这个，这是

x1, x2, x3 的线性方程式系统。方程式右侧是 b1, b2, b3，我现在要求解 Ax = b 找出

x1, x2, x3：                          
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方程式 Ax = b   

332

221

11

      

       

                 

bxx

bxx

bx





    解 x = A
1

b    

3213

212

11 

bbbx

bbx

bx





 

 

(6) 

 

我现在立刻承认大部分的线性系统都不容易求解。这个范例中，第一个方程式

决定 x1 = b1, 第二个方程式产生 x2 = b1 + b2。因为 A 是三角矩阵，这些方程式可

以有序的求出解答(顶端至底部)。 

检视两个特殊案例，右侧的 b1, b2, b3 设成 0, 0, 0 与 1, 3, 5： 














































































9
4
1

531
31

1

5
3
1

0
0
0

0
0
0

xbxb          得到，得到

 

第一个解(全部是 0)比看起来更重要。口头说法：如果输出 b = 0，输入必须 x 

= 0。对 A 来说，理论是成立的，但是对所有的矩阵而言却是不一定。第二个例子

会说明(不同的矩阵 C)，当 C  0 且 x  0 时，如何才能得到 Cx = 0。 

 这个矩阵 A 是可逆，从 b 可以反推得到 x，写成 x = A
1

b。 

逆矩阵 
让我重复一次方程式(6)的解 x，会出现一个总和矩阵！ 

求解 Ax = b    



































































3

2

1

321

21

1

3

2

1

111

011

001

b

b

b

  

bbb

bb

b

x

x

x

    (7) 

如果 x 之间的差是 b，那么 b 之间的和就是 x。对于奇数 b = (1, 3, 5)与平方数 x = 

(1, 4, 9)来说，这是正确的，对于所有的向量都是正确的。方程式(7)的总和矩阵就

是差分矩阵 A 的逆矩阵 A
1。 

 范例：x = (1, 2, 3)的差是 b = (1, 1, 1)，所以 b = Ax 且 x = A
1

b: 

























































































 

3

2

1

1

1

1

111

011

001

1

1

1

3

2

1

110

011

001
1  A        A bx

 

方程式(7)的解 x = (x1, x2, x3)告诉我们两件重要的事实： 

1. 对每一个 b，存在一个 Ax= b 的解。  2. 矩阵 A
1 得到 x = A

1
b。 

下一章会询问其他方程式 Ax = b 有没有解? 如何求解?  

微积分的注解：将这些特殊矩阵与微积分产生关联，向量 x 变成函数 x(t)，差 Ax

变成导数 dx/dt = b(t)。反向来说，总和 A
1

b 变成 b(t)的积分。差的和就如同导数

的积分。                                 
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微积分的基础定理告诉我们：积分是微分的逆反。 

Ax = b 且 x = A
1

b       b
dt

dx
  与 x(t) = 

t
dt b

0
             (8) 

 平方数 0, 1, 4, 9 的差是 1, 3, 5，x(t) = t
2 的微分是 2t。当 t = 1, 2, 3 时得到偶数

b = 2, 4, 6，这会是一个完美的类比。但是差分与微分不同，我们的矩阵 A 得到的

不是 2t, 而是 2t  1: 

     反向   x(t)  x(t  1) = t
2  (t  1)

2 
= t

2  (t
2
  2t + 1) = 2t  1         (9) 

问题集会继续说明前向差分(forward difference)得到 2t + 1。最好的选择(在微

积分课程中不常见)是中心差分(centered difference)，形式是 x(t + 1)  x(t  1)。将

x 除以距离 t，其中 t 是由 t  1 到 t + 1，所以 t = 2： 

x(t) = t
2 的中心差分      

   
t

tt
2

2

11
22




   (恰好)        (10) 

差分矩阵很伟大，中心差分是最佳，我们的第二个范例是不可逆。 

循环差分(cyclic difference) 

这个范例保持同样的 u 与 v，只是把 w 换成 w*： 

第二个范例       















































1

0

1

1

1

0

0

1

1

*            wvu  

现在 u, v, w*的线性组合得到循环差分矩阵 C: 

 

循环         





















































23

12

31

3

2

1

110

011

101

xx

xx

xx

 

x

x

x

 Cx = b          (11) 

 

矩阵 C 不是三角形，给定 b 时不是那么简单求解 x。事实上是不可能求得 Cx = b

的解，因为这三个方程式不是得到无限多解(偶尔)，就是无解(经常)： 

Cx = 0 有无限多 x  

































0

0

0

23

12

31

xx

xx

xx

 的解是所有的向量 





























c

c

c

x

x

x

3

2

1

   (12) 

每一个常数向量，例如 x = (3, 3, 3)在循环时的差都是 0。未定常数 c 就如同求取

积分时的+ C。循环差分使得第一分量变成 x1 x3，而不是从 x0 = 0 开始。  
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 Cx = b 更大的可能性是 x 完全无解： 

 

Cx = b       

































5

3

1

23

12

31

xx

xx

xx

        

   x  x  x

 

 

无解，，

右侧相加等于

左侧相加等于

321

9

0

  (13) 

 

从几何的观点来看，不存在 u, v, w*的线性组合可以得到向量 b = (1, 3, 5)，这样的

线性组合无法形成全部的三维空间。右侧必须有 b1 + b2 + b3 = 0，才能允许 Cx = b

有一个解，这是因为左侧的 x1  x3, x2  x1, x3  x2 相加必定为 0。换言之： 

所有的线性组合 x1u + x2v + x3w*落在 b1 + b2 + b3 = 0 给定的平面。 

这个主题突然把代数与几何结合在一起，线性组合可以形成整个空间，也可以只

形成一个平面。我们需要一个图形来展示 u, v, w(第一个例子)与 u, v, w*(在同一个

平面)之间的重要差别: 

 

图 1.10：无关向量 u, v, w；落在同一平面的相关向量 u, v, w*。 

无关与相关 

图 1.10 中第一个展示矩阵 A 的列向量，后面展示 C 的列向量。前两个列 u 与 v

在两个图形中完全相同，如果我们只检视这两个向量的组合，我们得到一个二维

平面，关键问题在于第三个向量是否在这个平面上。 

 无关(independence)   w 不在 u 与 v 的平面上。 

 相关(dependence)    w*在 u 与 v 的平面上。 

    重点是新向量 w*是 u 与 v 的线性组合： 

            u + v + w* = 0    vuw 















1

0

1

*                (14) 
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这三个向量 u, v, w*的分量总和都是零，所有的线性组合会有 b1 + b2 + b3 = 0(如同

我们前面说的，把三个方程式相加)，这就是 u与 v的线性组合形成平面的方程式。

现在引进 w*，因为 w*已经在这个平面上，我们没有得到新的向量。 

 原始 w = (0, 0, 1)不在平面上：0 + 0 + 1  0，u, v, w 的线性组合形成整个三维

空间。我们知道，因为方程式(6)的解 x = A
1

b 给出正确的组合产生任意 b。 

 前面两个矩阵 A 与 C，对应的第三个向量分别是 w 与 w*，允许我提出两个线

性代数的关键字：无关与相关。本课程的前半段会更深入探讨这些观念如果你

在前面两个例子中已经学会，我会很快乐的： 

 u, v, w 无关，除了 0u + 0v + 0w = 0 之外，没有其他线性组合得到 b = 0。 

 u, v, w*相关，存在诸如 u + v + w*的其他组合得到 b = 0。 

你可以在三维空间作图，三个向量落在一个平面，或者不在同一个平面。第

二章讨论 n 维空间中的 n 个向量，无关或相关是关键点，这些向量进入一个 nn

矩阵的列: 

 无关列：Ax = 0 有一个解，A 是可逆矩阵。 

 相关列：Cx = 0 有很多解，A 是奇异矩阵。 

最终我们会讨论 m 维空间中的 n 个向量，有 n 个列的矩阵 A 现在是矩形(mn)。

了解 Ax = b 是第三章的问题。 

主要观念的复习 

 1. 矩阵乘向量：Ax = A 的列的组合。 

 2. 当 A 是可逆矩阵，Ax = b 的解是 x = A
1

b。 

3.  循环矩阵 C 没有逆矩阵，它的三个列落在同一平面，这些相关的列相加

得到零向量，Cx = 0 有很多解。 

 4. 本段落是关键概念的超前理解，还没有完全说明。 

已解范例 

1.3A  把 A 的西南角单元 a31(行 3，列 1)改成 a31 = 1：【entry 翻译成单元，有别

于元素 element】 

 

b

b

b

 

xx   

xx

x   

 

x

x

x

                 A































































3

2

1

321

21

1

3

2

1

11

011

001

x

bx

1

 

对任意 b 求解 x。从 x = A
1

b 看出逆矩阵 A
1。                          
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解  由上而下求解(线性三角形)系统 Ax = b: 

 

b

b

b

 A     

bbx 

bbx 

       bx 




































3

2

1
1

323

212

11

110

011

001

bx意思是

然后

然后

首先

 

这是很好的练习，可以看到逆矩阵的列乘 b1, b2, b3。A
1 的第一列是对应 b = (1, 0, 

0)的解；第二列是对应 b = (0, 1, 0)的解；A
1 的第三列 x 是对应 Ax = b = (0, 0, 1)

的解。 

矩阵 A 的三个列仍然无关，他们不在同一个平面，这三个列的线性组合，使

用正确的加权 x1, x2, x3，可以产生任意的三维向量 b = (b1, b2, b3)，这些加权来自 x 

= A
1

b。 

1.3B  E 是一个消元(elimination)矩阵，E 有一个减法，E
1 有一个加法。 































2

1

12

1

2

1

1

01

x

x
 

llxx

x
 

b

b
         Exb    








1

01

l
E  

第一个方程式是 x1 = b1, 第二个方程式是 x2  lx1 = b2。因为消元矩阵存在减法，

逆矩阵会把 lb1 加到 b2： 































 

1

01

1

01 1

2

1

21

1

2

11

l
E      

b

b

lblb

b
 

x

x
        E bx

 

1.3C  把 C 从循环差分变成中心差分产生 x3  x1: 

           

b

b

b

  

x

xx

x

x

x

x

         C

































































3

2

1

2

13

2

3

2

1

0

0

010

101

010

bx              (15) 

Cx = b 只有在 b1 + b3 = x2  x2 = 0 才有解，这是三维空间中向量 b 的一个平面。C

的每一列都在这个平面上，这个矩阵没有逆矩阵，所以平面包含了这些列的全部

组合(就是所有的向量 Cx)。 

 我将 0 包含进去，所以你看到 C 产生“中心差分”，Cx 的行 i 是 xi+1 (中心的

右)减去 xi1 (中心的左)。以下是 4  4 的例子： 

  

b

b

b

b

 

x

xx

xx

x

x

x

x

x

          

C
























































































4

3

2

1

3

24

13

1

4

3

2

1

0

0

0100

1010

0101

0010

中心差分

bx

          (16) 

惊讶的是这个矩阵现在是可逆！第一行与最后一行告诉你 x2 与 x3，中间的行给出

x1 与 x4。可以继续往下写出逆矩阵 C
1，但是 55 矩阵又变成奇异(不可逆)...   



29 

请尊重版权与译者的劳动成果，侵权必究！ 
 

问题集 1.3 

1 求线性组合 3s1 + 4s2 + 5s3 = b，然后将 b 写成矩阵-向量的乘积 Sx, 其中 3, 4, 5

在 x 里面。再计算三个点积：(S 的行)  x :    

                  













































1

0

0

1

1

0

1

1

1

321 sss 进入 S 的列 

2 求解 Sy = b, 其中 S 的列是问题 1 的 s1, s2, s3: 



























































































9

4

1

111

011

001

1

1

1

111

011

001

3

2

1

3

2

1

 

y

y

y

 

     

     

    

       

y

y

y

 

     

     

    

   

   

   

   

   

   

以及  

 S 是一个总和矩阵。前五个奇数的总和是______。 

3 求解以下三个方程式，使用 c1, c2, c3 表示 y1, y2, y3: 

Sy = c     
















































3

2

1

3

2

1

111

011

001

c

c

c

 

y

y

y

 

     

     

    

   

   

   

 

将 y 写成矩阵 A =S
1 乘向量 c，请问 S 的列是无关或是相关？ 

4 当 x1 = 1 时，什么样的组合 x1w1 + x2w2 + x3w3 可以得到零向量： 














































9

8

7

6

5

4

3

2

1

321 www              

这些向量是无关或是相关? 这三个向量落在一个______上。这三个列向量构

成的矩阵 W 是不可逆。 

5 矩阵 W 的行产生三个向量(我把他们写成列向量): 














































9

6

3

8

5

2

7

4

1

321 rrr              

 线性代数说这些向量必须落在同一平面，必定存在许多组合 y1r1 + y2r2 + y3r3 = 

0，求出两组的 y’s。 

6 什么样的 c 会得到相关的列，使得列的一个组合等于零。 











































633

512

110

011

01

47

123

011 ccc

      

c

      

c     

      

      

   

   

   

   当 c  0, 可能永远无关吗?     
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7 如果列组合得到 Ax = 0，则每一行都有 r  x = 0: 











































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0

0

3
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1
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x

x

x

 aaa   以行来看  

































0

0

0

3

2

1

    

xr

xr

xr

 

 这三个行也落在同一平面，为什么这个平面与 x 垂直?  

8 现在讨论 44 的差分方程式 Ax = b，求出四个分量 x1, x2, x3, x4，再将解写成 x 

= A
1

b，求出逆矩阵： 

bx 





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
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b

b

b

b

    

x

x

x

x

 A  

9 44 的循环差分矩阵 C 为何? 它在每一行与每一列都会有 1 与1。求出所有

的解 x = (x1, x2, x3, x4)使得 Cx = 0。C 的四个列会落在四维空间的一个三维超

平面上。 

10 前向差分矩阵是上三角形： 

bz 



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
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
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














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
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
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
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b
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z   

zz

zz

   

z

z

z

  

利用 b1, b2, b3 求 z1, z2, z3。z = 1
b 的逆矩阵为何？ 

11 证明前向差分(t + 1)
2
  t

2 是 2t + 1 = 奇数。如同微积分所述，(t + 1)
n
  t

n 会从

t
n 的导数开始，就是________。 

12 已解范例的最后一行显示方程式(16)里面的 44 中心差分矩阵是可逆，求解

Cx = (b1, b2, b3, b4)，找出 x = C
1

b 的逆矩阵。 

挑战问题 

13 前述说明 55 中心差分矩阵不可逆。请写出 5 个 Cx = b 的方程式，求出左侧

的线性组合得到零。b1, b2, b3, b4, b5 的何种组合必须等于零？(这 5 列落在 5

维空间的 4 维超平面上，难以视觉化。) 

14 若(a, b)是(c, d)的倍数且 abcd  0，证明(a, c)是(b, d)的倍数。这个结果非常重

要，这两列落在同一条直线上。你可以先用数字看看 a, b, c, d 之间的关系。

方程式会得到： 

若 





d    c

b    a
有相关的行，必定有相关的列。         


